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Résumé

Dans cet article on démontre [’existence des solutions du probleme Dirichlet
p=2 X . . .

-Aju= ﬂV(x)|u| u+ f(x,u) en Q, oi le poids V est une fonction s-integrable Lebesgue sur

Q, f: QxR —> Rest une fonction Carathéodory qui satisfait une condition de croissance et le

paramétre réel A < /11, /11 étant la premiére valeur propre positive du p-laplacien a poids indéfini. Par
une formule équivalente, les solutions du probléme Dirichlet sont les points critiques d’une fonctionnelle

de classe C 1déﬁm'e sur un espace Banach. On emploie, comme instrument de travail, une méthode
variationnelle par laquelle on deéduit leur existence et, automatiquement, [’existence des solutions du
probléme.

Mot clefs: p-laplacien, points critiques

Introduction

On considére Q = R" un domaine borné et p € (1,+90) . On note I"espace Sobolev W,"” (Q)

doué avec la norme ||u||1’p= _“Vu|pdx ’ et < >la paranthése de dualité entre ,"”(Q) et son
o

espace dual W7 (Q).

On note aussi p' = Ll ’exposant conjugué de p et p* I’exposant critique de p , c’est-a-

* . * N .
dire p =+0osi p=>2Netp :Np sil<p<N.

Dans cet article on étudie le probléme Dirichlet
—Au= ﬂV(x)|u| u+ f(x,u)enQ @)
u =0 sur 0Q

ayant les hypothéses suivantes :

(H1) f: QxR —> R etune fonction Carathéodory avec la propriété
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|f(x,t)|£h(x) for xeQteR (1.1)
ouhel”(Q).
(H2) V e L'(Q) avec s > N si pe (I,N],ouV e L'(Q) si p>N. (1.2)
(H3) V" #0,0u V' = max{V(x),0}.
(HHAeR.

On démontre que le probléme (P) a du moins une solution en W,"”(Q) dans le cas ou

A < A, , A, étant la premiére valeur propre positive du p-laplacien a poids indéfini. P. Drabek [4]
étudie le probléme Dirichlet (P) dans le cas particulier V' =1 et obtient un résultat similaire
pour A < A, . B. Xuan [7] réussit aussi a démontrer I’existence des solutions pour A < 4, en
utilisant des méthodes "linking", mettant quand méme des hypothéses supplémentaires sur la
fonction Carathéodory.

La premiére valeur propre positive du p-laplacien

A = inf{J.|Vu|p dx
Q

ueWw”(Q) et jV(x)|u|pdx = 1}
Q

M. Cuesta [2] démontre que /4, est simple, isolée dans le spectre du p-laplacien et que 4, est
I’unique valeur propre qui ait une fonction propre associée strictement positive.

Définitions et Résultats Préliminaires
Définition 1. P-laplacien est I’opérateur — A WP (Q) — W7 (Q) défini par
— A u = —div([Vu|" Vi) Yu e WP (Q) .

Remarque 1.1l y a <— Apu,v> = J.|Vu|”*2Vu o Vvdx Yu,v € WOLp (Q).
Q

Définition 2. Une fonction f : QxR — R s’appelle Carathéodory si :

(e) quel que soit ¢ € R, la fonction f,: €2 — R définie par f(x) = f(x,f) est mesurable

Lebesgue ;
(f) pour presque partout x € Q la fonction f :R — R définie par f ()= f(x,t) est

continue.
Pour toute fonction Carathéodory f :QxR — R qui satisfait la condition (H1) on peut

définir I’opérateur Nemytskii N : W, P (Q) — W7 (Q) par la formule

<Nfu,v> = jf(x,u)vdx.

t
La fonction F :Q xR — R définie par F(x,t)= J- f(x,s)ds est aussi une fonction
0

Carathéodory.

Définition 3. On dit que u € Wol’p (Q) est la solution du probléme (P) si
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J.|Vu|p72Vu o Vvdx = /1J‘ V(x)|u|p72uvdx+ If(x,u)vdx Vv e WP (Q).
Q Q Q
On introduit les fonctionnelles de classe C' W, J,® : W,"* (Q) — R définies par
Y(u) = lJ‘|Vu|pdx
Po
J(u) = j V(x)lu” dx
Q
D(u) = j F(x,u)dx .
Q

Pour tout u € W,""(Q),¥'(u) = —A u (& voir G. Dinca [3]), ®'(u) = N,u(a voir D. G. de
Figueiredo [5]) et (J'(u1),v) = p j V(0lu|” uvdx Yv € W, (Q) ( voir M. Cuesta [2]).
o

On considére la fonctionnelle / : W,"? () — R définie par
1 » A »
H(u) =—[|Val" dx == [V ()l dx - [ F(x,u)dx
pQ pQ Q

En employant les notations précédentes on peut écrire

Hw)=Yu)- iJ(u) —®(u) Vu € W, (Q).
p

La fonctionnelle H est de classe C' sur W’ (Q). 11y a aussi

(H'(u),v) = I|Vu|p_2 Vu e Vvdx — /1[ V(x)|u|p_2uvdx — If(x,u)vdx Yu,v € WA (Q).
Q Q o

Remarque 2. u € W, (Q) est la solution du probléme (P) si et seulement si H'(u) = 0.

Définition 4. Soit X,Y deux espaces Banach. On dit que I’application 7 : X — Y est
o(X,X")

séquentiellement continue de la topologie faible a la topologie forte si X, —————> X en X

implique 7(x,) > T(x) enY.

Proposition 1. La fonctionnelle J :W,"”(Q) — R définie par J(u) = J V(x)|u|pdx est
Q

séquentiellement continue de la topologie faible a la topologie forte.

Pour en démontrer on a besoin de la lemme suivante.
1 1 1
Lemme 1. On considére p,q € (1,40) et r €[l,4o) tel que —+—=—.Si f e [F(Q)et
q r

g€ L'(Q), alors fg € L'(QY)et alieu I’inégalité || /g

=07, el -

La démonstration de la Proposition 1. Soit (un )ne v S WP (Q) et u € WP (Q) tel que



52 Petre Sorin Iliag

oWy ()W 7' (Q))

>U

n
On va démontrer que J(u,) = J(u) en Ren trois cas, étant obligé par I’hypothese (H2)
imposée au poids V.

Casl. pe(,N) et Ve L'(Q) avec s € (N,+0)

u, dx

) -] < [ (x)

|P

P

En employant 1’inégalité

< ﬁ|a —b|(]a| +|b|)p_1 Va,b e R

P P
jal” ]

ou [ > 0 est la constante de I’inégalité de Holder , on obtient

1
s'(l )s'(p—l) S'd
et =] o, | o x
Q

()~ Jw)| < gy

L'espace W,"(Q) < L'(Q) avec [linjection continue et compacte. Il en résulte que

u, —u|| =0Vge(,p").

q

lim
n—w

sp

On choisit le paramétre réel a = e (1, p") eton observe que

1 1 1
—_—t—=—,
a p s

(i

+|u|)p7l eI’ (Q)VneN

et
|un —u| e L"(Q).
En utilisant la Lemme 1, on obtient I’inégalité

)@ < AV, ~al,

u, = o], +Jul, )

Le choix du paramétre réel o assure que lim”un — u"a =0. I/ est évident que p e (l,p") et
n—w0

un

+ |u|||j_1 <

< Bl

un

N

que

tim{f |+ =20l

n—

un
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La derniére inégalité et les deux derniéres affirmations démontrent que limJ (u,) = J(u).
n—>0

Cas2. p=N etV e ’'(Q) avec s € (N,+x)
La démonstration est similaire au cas 1, en remplagant p par Net p* par + .

Cas 3. p>Net V e L'(Q)

| (u,) = J ()| < ,B”V(x) u, —u|(]un| +|u|)p71dx <

< B, =], (e, + Y "I, wn e .

L’espace WP (Q) < L*(Q) avec Iinjection continue et compacte. Par conséquence,

un

i, 1 =0
et
11_1;130 u” 0 = ||u||oo :

On obtient, en utilisant l'inégalité précédante, que limJ (u,) = J(u).
n—ow

Proposition 2. La fonctionnelle ® :W,*”(Q) — R définie par D(u) = J.F (x,u)dx est
Q

séquentiellement continue de la topologie faible a la topologie forte.

Démonstration. Soit (un) C WP (Q) et u € WP (Q) tel que

neN

oWy ()W "7 (Q))

" >U .
De I’hypothese (H1) on déduit que
|F(x,t1) —F(x,t2)| < |t1 —z‘2|h(x) VxeQett,t,eR

et

|®@J—®wﬂsj

Q

u, — u|h(x)dx.

L’espace W,”(Q) < L’ () avec 'injection continue et compacte. Il en résulte que

lim

n—o

u —u" =0.
n P

De la derniére inégalité on déduit que limD(u,) = D(u).
n—>0

L’existence des Solutions du Probléme (P)

La derniére partie de I’article est dediée a la démonstration du résultat principal. C’est pourquoi
on a besoin d’une méthode variationnelle vu que les solutions du probléme (P) correspondent
aux points critiques de la fonctionnelle H.



54 Petre Sorin Iliag

Théoréme 1 (2 voir M. Struwe [6], page 4). Soit X un espace Banach réflexif et
H: M- ERU {+ oo}une fonctionnelle définie au sousensemble faiblement fermé de X qui a

les propriétés suivantes:

-Hest coercive sur M:  lim  H(u) =40
M

Ju>0.ue
- H est séquentiellement faiblement inférieurement semicontinue sur M:

X, — X)) sxen M implique

H(x) < lim H(x,).

Dans ces conditions, H est inférieurement bornée et atteint son minimum sur M.
Le résultat principal de cet article est:

Théoréme 2. On suppose que la fonction Carathéodory f et le poids V satisfont les conditions
(H1), (H2), (H3). Alors, pour tout paramétre réel A < A,, le probléeme (P) a du moins une
solution.

Pour en démontrer, on a besoin de la lemme suivante.
1

Lemme 2. La fonctionnelle P : W,*”(Q) — R définie par P (u) = —"u"lpp est séquentiellement
phh

. e N 1
faiblement inférieurement semicontinue sur W,”(Q).

La démonstration de la Théoréme 2. On considére la fonctionnelle H : W,"(Q) — R

définie par

Hu)=Y(u) —iJ(u) - ®(u).
P

L’espace Sobolev Wol’p (Q) est espace Banach réflexif (a voir Adams [1]).

Pas 1. On montre que H est séquentiellement faiblement inférieurement semicontinue sur

WP (Q). Soit (u,) . W7 (Q) et u € W, (Q) tel que

neN

y a(Wy? ()W "7 (Q)) su

n

Par la Lemme 2, on déduit que

Y(u) < h_m Y(u,).

Les Propositions 1 et 2 assurent que les fonctionnelles J et ¥ sont séquentiellement continues
de la topologie faible a la topologie forte.

llya
limJ(u,) =J(u)

et

Iim®(u,) = O(u).

Vu les propriétés de la limite inférieure des suites de numéros réels, on obtient
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H(u)Sli_m H(u,).

Pas 2. On démontre que H est coercive sur Wol’p (€2) . Par la définition de la premiére valeur

propre positive A,, on obtient I’inégalité
P 1 p Lp
jV(x)|u| dx < —“Vu| dx Yu e Wy*(Q).
o A
Alors
1 A
Hu) > —(l - —)”u"ip - J.F(x,u)dx.
p A4 Q
On a aussi I’inégalité

< [[ulf(x)dx

Q

IF(x,u)dx

On emploie I’inégalité de Holder et puis celle de Poincaré. On en obtient

IF(x,u)dx

<dlil I, v <" (@)

ou ¢ > Oest la constante de I’inégalité de Poincaré.

En associant les deux dernieres inégalités, on montre que

1 A
= 12l - o, v 7 @)

A
Il est évident que 1 —— > 0 et puis on déduit que

o1 A
[ (3 T

Par les relations (1) et (2), on obtient

lim H(u)=+00.

e, ==

M

2

La fonctionnelle H satisfait les conditions de la Théoréme 1. Alors, H est inférieurement bornée

sur W, P(Q)et atteint son minimum en W, (Q). Soit u, € W,"(Q)

tel que

H(u,) = g}lpf%Q)H(u) Alors, u, est le point de minumum global pour H. Un résultat
0

ue

classique nous assure que H'(u,) =0.

Par la Remarque 2, on peut conclure que u, € Wol’p (Q) est une solution du probléeme (P).
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P-laplacian cu pondere indefinita

Rezumat

In acest articol demonstrez existenta solutiilor problemei Dirichlet

- Apu = /1V(x)|u|p72u + f(x,u) in Q, unde ponderea V este o functie s-integrabild Lebesgue pe
Q, f: QxR > Reste o functie Caratheodory ce satisface o conditie de crestere si parametrul real
A< ﬂl , Zl fiind prima valoare proprie pozitiva a p-laplacianului cu pondere nemarginita. Printr-o
formulare echivalentd, solutiile problemei Dirichlet sunt punctele critice ale unei functionale de clasa

1 e ; . . . C C
C' definitd pe un spatiu Banach. Se utilizeazd, ca instrument de lucru, o metodd variationald prin care se
deduce existenta acestor puncte critice si, implicit, existenta solutiilor problemei.



