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Résumé 

Dans cet article on démontre l’existence des solutions  du problème Dirichlet 

Ω+=Δ− − enuxfuuxVu p
p ),()( 2λ , où le poids V est une fonction s-integrable Lebesgue sur 

Ω , ℜ→ℜ×Ω:f est une fonction Carathéodory qui satisfait une condition de croissance et le 

paramètre réel 1λλ < , 1λ étant la première valeur propre positive du p-laplacien à poids indéfini. Par 
une formule équivalente, les solutions du problème Dirichlet sont les points critiques d’une fonctionnelle 
de classe 1C définie sur un espace Banach. On emploie, comme instrument de travail, une méthode 
variationnelle par laquelle on déduit leur existence et, automatiquement, l’existence des solutions du 
problème. 
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Introduction 

On considère Nℜ⊆Ω un domaine borné et ),1( +∞∈p . On note l’espace Sobolev )(,1
0 ΩpW  

doué avec la norme 
p

u
,1

=
p

p dxu

1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∇∫

Ω

et la paranthèse de dualité entre )(,1
0 ΩpW  et son 

espace dual )(,1 Ω′− pW . 

On note aussi 
1−

=′
p

pp  l’exposant conjugué de p  et ∗p  l’exposant critique de p , c’est-à-

dire +∞=∗p  si Np ≥  et 
pN

Npp
−

=∗  si Np <<1 .  

Dans cet article on étudie le problème Dirichlet  
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ayant les hypothèses suivantes : 

(H1) ℜ→ℜ×Ω:f  et une fonction Carathéodory avec la propriété 
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 ℜ∈Ω∈≤ txforxhtxf ,)(),(  (1.1) 

où )(Ω∈ ′pLh . 
(H2) )(Ω∈ sLV  avec Ns >  si ],1( Np ∈ , ou )(1 Ω∈ LV  si Np > .                               (1.2) 
(H3) 0≠+V , ou }0),(max{ xVV =+ . 
(H4) ℜ∈λ . 
On démontre que le problème (P) a du moins une solution en )(,1

0 ΩpW  dans le cas où 

1λλ < , 1λ étant la première valeur propre positive du p-laplacien à poids indéfini. P. Drabek [4] 
étudie le problème Dirichlet (P) dans le cas particulier 1≡V  et obtient un résultat similaire 
pour 1λλ < . B. Xuan [7] réussit aussi à démontrer l’existence des solutions pour 1λλ < , en 
utilisant des méthodes "linking", mettant quand même des hypothèses supplémentaires sur la 
fonction Carathéodory. 

La première valeur propre positive du p-laplacien 
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M. Cuesta [2] démontre que 1λ  est simple, isolée dans le spectre du p-laplacien et que 1λ  est 
l’unique valeur propre qui ait une fonction propre associée strictement positive. 

Définitions et Résultats Préliminaires  

Définition 1. P-laplacien  est l’opérateur )()(: ,1,1
0 Ω→ΩΔ− ′− pp

p WW  défini par  

 )()( ,1
0

2 Ω∈∀∇∇−=Δ− − pp
p Wuuudivu . 

Remarque 1. Il y a ∫
Ω

− Ω∈∀∇•∇∇=Δ− )(,, ,1
0

2 pp
p Wvuvdxuuvu . 

Définition 2. Une fonction ℜ→ℜ×Ω:f  s’appelle Carathéodory si : 

(e) quel que soit ℜ∈t , la fonction ℜ→Ω:tf  définie par ),()( txfxft =  est mesurable 
Lebesgue ; 

(f) pour presque partout Ω∈x  la fonction ℜ→ℜ:xf  définie par ),()( txftfx =  est 
continue. 

Pour toute fonction Carathéodory ℜ→ℜ×Ω:f  qui satisfait la condition (H1) on peut 
définir l’opérateur Nemytskii )()(: ,1,1

0 Ω→Ω ′− pp
f WWN  par la formule  

 ∫
Ω

= vdxuxfvuN f ),(, . 

La fonction ℜ→ℜ×Ω:F définie par ∫=
t

dssxftxF
0

),(),(  est aussi une fonction 

Carathéodory. 

Définition 3.  On dit que )(,1
0 Ω∈ pWu  est la solution du problème (P) si  
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 ∫ ∫ ∫
Ω Ω Ω

−− Ω∈∀+=∇•∇∇ )(),()( ,1
0

22 ppp WvvdxuxfuvdxuxVvdxuu λ . 

On introduit les fonctionnelles de classe 1C  ℜ→ΩΦΨ )(:,, ,1
0

pWJ définies par  

 ∫
Ω

∇=Ψ dxu
p

u p1)(  

 ∫
Ω

= dxuxVuJ p)()(  

 ∫
Ω

=Φ dxuxFu ),()( . 

Pour tout uuWu p
p Δ−=Ψ′Ω∈ )(),(,1

0 (à voir G. Dinca [3]), uNu f=Φ′ )( (à voir D. G. de 

Figueiredo [5]) et ∫
Ω

− Ω∈∀=′ )()(),( ,1
0

2 pp WvuvdxuxVpvuJ  (à voir M. Cuesta [2]). 

On considère la fonctionnelle ℜ→Ω)(: ,1
0

pWH  définie par  

 ∫
Ω

∇= dxu
p

uH p1)( ∫
Ω

− dxuxV
p

p)(λ
∫
Ω

− dxuxF ),( . 

En employant les notations précédentes on peut écrire 

 ).()()()()( ,1
0 Ω∈∀Φ−−Ψ= pWuuuJ

p
uuH λ

 

La fonctionnelle H  est de classe 1C  sur )(,1
0 ΩpW . Il y a aussi 

 =′ vuH ),( .)(,),()( ,1
0

22

∫ ∫ ∫
Ω Ω Ω

−− Ω∈∀−−∇•∇∇ ppp WvuvdxuxfuvdxuxVvdxuu λ  

Remarque 2. ∈u )(,1
0 ΩpW  est la solution du problème (P) si et seulement si .0)( =′ uH  

Définition 4. Soit X,Y deux espaces Banach. On dit que l’application YXT →:  est 

séquentiellement continue de la topologie faible à la topologie forte si xx XX
n ⎯⎯⎯ →⎯

∗ ),(σ  en X 
implique )()( xTxT n →  en Y. 

Proposition 1. La fonctionnelle  ℜ→Ω)(: ,1
0

pWJ  définie par ∫
Ω

= dxuxVuJ p)()(  est 

séquentiellement continue de la topologie faible à la topologie forte. 

Pour en démontrer on a besoin de la lemme suivante. 

Lemme 1. On considère ),1(, +∞∈qp  et ),1[ +∞∈r  tel que 
rqp
111

=+ . Si )(Ω∈ pLf et 

)(Ω∈ qLg , alors )(Ω∈ rLfg et a lieu l’inégalité 
qpr

gffg ≤ . 

La démonstration de la Proposition 1.  Soit ( ) )(,1
0 Ω⊆∈

p
Nnn Wu  et )(,1

0 Ω∈ pWu  tel que  
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pp WW

n ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ΩΩ ′− ))(),(( ,1,1
0σ

. 

On va démontrer que )()( uJuJ n →  en ℜ en trois cas, étant obligé par l’hypothèse (H2) 
imposée au poids V . 

Cas 1. ),1( Np ∈  et )(Ω∈ sLV  avec ),( +∞∈ Ns  

 

 

En employant l’inégalité 

 ( ) ℜ∈∀+−≤− − babababa ppp ,1β  

où 0>β  est la constante de l’inégalité de Holder , on obtient 

 ( ) dxuuuuVuJuJ
sps
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L’espace )()(,1
0 Ω⊆Ω qp LW  avec l’injection continue et compacte. Il en résulte que 

∞→n
lim ),1(0 ∗∈∀=− pquu

q
n .  

On choisit le paramètre réel ),1( ∗∈
−

= p
ps

spα  et on observe que  

 
sp ′

=
′

+
111

α
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 ( ) NnLuu pp
n ∈∀Ω∈+ ′− )(1

 

et  

 )(Ω∈− αLuun . 

En utilisant la Lemme 1, on obtient l’inégalité  

 ≤+−≤−
−1

)()(
p

pnnsn uuuuVuJuJ
α

β  

 ( ) 1−+−≤ p

ppnns
uuuuV

α
β . 

Le choix du paramètre réel α  assure que 0lim =−
∞→ α

uunn
. Il est évident que ),1( ∗∈ pp  et 

que 

 ( ) 111 2lim −−−

∞→
=+ p

p
pp

ppnn
uuu . 

dxuuxVuJuJ pp
nn ∫
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−≤− )()()(
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La dernière inégalité et les deux dernières affirmations démontrent que )()(lim uJuJ nn
=

∞→
. 

Cas 2. Np =  et )(Ω∈ sLV  avec ),( +∞∈ Ns  

La démonstration est similaire au cas 1, en remplaçant p par N et ∗p par ∞+ . 

Cas 3. p>N et )(1 Ω∈ LV  

 ( )∫
Ω

− ≤+−≤− dxuuuuxVuJuJ p
nnn

1)()()( β  

 ( ) .
1

1 NnVuuuu p
nn ∈∀+−≤ −

∞∞∞
β  

L’espace )()(,1
0 Ω⊆Ω ∞LW p  avec l’injection continue et compacte. Par conséquence,  

 0lim =−
∞∞→

uunn
 

et  

 
∞∞∞→

= uunn
lim . 

On obtient, en utilisant l’inégalité précédante, que )()(lim uJuJ nn
=

∞→
. 

Proposition 2. La fonctionnelle ℜ→ΩΦ )(: ,1
0

pW définie par ∫
Ω

=Φ dxuxFu ),()(  est 

séquentiellement continue de la topologie faible à la topologie forte. 

Démonstration. Soit ( ) )(,1
0 Ω⊆∈

p
Nnn Wu  et )(,1

0 Ω∈ pWu  tel que  

 uu
pp WW

n ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ΩΩ ′− ))(),(( ,1,1
0σ

. 

De l’hypothèse (H1) on déduit que  

 ℜ∈Ω∈∀−≤− 212121 ,)(),(),( ttetxxhtttxFtxF  

et 

 ∫
Ω

−≤Φ−Φ .)()()( dxxhuuuu nn  

L’espace )()(,1
0 Ω⊆Ω pp LW avec l’injection continue et compacte. Il en résulte que  

 0lim =−
∞→ pnn

uu . 

De la dernière inégalité on déduit que )()(lim uunn
Φ=Φ

∞→
. 

L’existence des Solutions du Problème (P) 

La dernière partie de l’article est dediée à la démonstration du résultat principal. C’est pourquoi 
on a besoin d’une méthode variationnelle vu que les solutions du problème (P)  correspondent 
aux points critiques de la fonctionnelle H. 
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Théorème 1 (à voir  M. Struwe [6], page 4). Soit X un espace Banach réflexif et 
{ }U ∞+ℜ→MH : une fonctionnelle définie au sousensemble faiblement fermé de X qui a 

les propriétés suivantes: 

- H est coercive sur M: +∞=
∈∞→

)(lim
,

uH
Muu

 

- H est séquentiellement faiblement inférieurement semicontinue sur M: 

Menxx XX
n ⎯⎯⎯ →⎯

∗ ),(σ implique  

 lim)( ≤xH H(xn). 

Dans ces conditions, H est inférieurement bornée et atteint son minimum sur M. 

Le résultat principal de cet article est: 

Théorème 2.  On suppose que la fonction Carathéodory f et le poids V satisfont les conditions 
(H1), (H2), (H3). Alors, pour tout paramètre réel 1λλ < , le problème (P) a du moins une 
solution. 

Pour en démontrer, on a besoin de la lemme suivante. 

Lemme 2. La fonctionnelle ℜ→ΩΨ )(: ,1
0

pW définie par
p

p
u

p
u

,1

1)( =Ψ est séquentiellement 

faiblement inférieurement  semicontinue sur )(,1
0 ΩpW . 

La démonstration de la Théorème 2. On considère la fonctionnelle ℜ→Ω)(: ,1
0

pWH  
définie par 

 )()()()( uuJ
p

uuH Φ−−Ψ=
λ

. 

L’espace Sobolev )(,1
0 ΩpW  est espace Banach réflexif (à voir Adams [1]). 

Pas 1. On montre que H est séquentiellement faiblement inférieurement semicontinue sur 
)(,1

0 ΩpW . Soit ( ) )(,1
0 Ω⊆∈

p
Nnn Wu  et )(,1

0 Ω∈ pWu  tel que  

 uu
pp WW

n ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ΩΩ ′− ))(),(( ,1,1
0σ

. 

Par la Lemme 2, on déduit que  

 lim)( ≤Ψ u )( nuΨ . 

Les Propositions 1 et 2 assurent que les fonctionnelles J et Ψ sont séquentiellement continues 
de la topologie faible à la topologie forte.  

Il y a  

 )()(lim uJuJ nn
=

∞→
 

et  

 )()(lim uunn
Φ=Φ

∞→
. 

Vu les propriétés de la limite inférieure des suites de numéros réels, on obtient   



 P-Laplacien à Poids Indéfini 55 
 

 

 lim)( ≤uH )( nuH . 

Pas 2. On démontre que H est coercive sur )(,1
0 ΩpW . Par la définition de la première valeur 

propre positive 1λ , on obtient l’inégalité 

 ∫ ∫
Ω Ω

Ω∈∀∇≤ )(1)( ,1
0

1

ppp WudxudxuxV
λ

. 

Alors 

 ∫
Ω

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥ dxuxFu

p
uH p

p
),(11)(

,1
1λ

λ
. 

On a aussi l’inégalité 

 ∫∫
ΩΩ

≤ dxxhudxuxF )(),( . 

On emploie l’inégalité de Holder et puis celle de Poincaré. On en obtient 

 )(),( ,1
0,1

Ω∈∀≤
′

Ω
∫ P

pp
WuuhcdxuxF  

où 0>c est la constante de l’inégalité de Poincaré. 

En associant les deux dernières inégalités, on montre que  

 )(11)( ,1
0,1,1

1

Ω∈∀−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥

′
p

pp

p

p
Wuuhcu

p
uH

λ
λ

 (1) 

Il est évident que 01
1

>−
λ
λ

 et puis on déduit que  

 +∞=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′∞→ pp

p

pu
uhcu

pp
,1,1

1

11lim
,1 λ

λ
 (2) 

Par les relations (1) et (2), on obtient  

 +∞=
∞→

)(lim
,1

uH
pu

. 

La fonctionnelle H satisfait les conditions de la Théorème 1. Alors, H est inférieurement bornée 
sur )(,1

0 ΩpW et atteint son minimum en )(,1
0 ΩpW . Soit )(,1

00 Ω∈ pWu  tel que 

)(min)(
)(

0 ,1
0

uHuH
pWu Ω∈

= . Alors, 0u  est le point de minumum global pour H. Un résultat 

classique nous assure que 0)( 0 =′ uH . 

Par la Remarque 2, on peut conclure que )(,1
00 Ω∈ pWu est une solution du problème (P). 
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P-laplacian cu pondere indefinită 

Rezumat 

În acest articol demonstrez existenţa soluţiilor problemei Dirichlet  

Ω+=Δ− − inuxfuuxVu p
p ),()( 2λ , unde ponderea V este o funcţie s-integrabilă Lebesgue pe 

Ω , ℜ→ℜ×Ω:f este o funcţie Caratheodory ce satisface o condiţie de creştere şi parametrul real 

1λλ <  , 1λ  fiind prima valoare proprie pozitivă a p-laplacianului cu pondere nemărginită. Printr-o 
formulare echivalentă, soluţiile problemei Dirichlet sunt punctele critice ale unei funcţionale de clasă 

1C definită pe un spaţiu Banach. Se utilizează, ca instrument de lucru, o metodă variaţională prin care se 
deduce existenţa acestor puncte critice şi, implicit, existenţa soluţiilor problemei. 
 


